
Леція. Голоморфні розвязки  лінійних диференціальних рівнянь другого 
порядку 

 
Якщо функції 1a  і 0a  є голоморфними в однозв’язній області G , то згідно з 

теоремою Коші кожен розв’язок рівняння 
1 0 0f a f a f          (1)  

є голоморфною функцією в G . Значна кількість досліджень присвячена 
вивченню властивостей голоморфних розв’язків таких рівнянь (швидкість 
зростання, розподіл нулів тощо). Разом з тим, кожен розв’язок рівняння (1) 
може бути функцією, голоморфною в G  і в тому випадку, коли функції 1a  і 0a  
не голоморфні в G . Подібні запитання можна сформулювати і для таких 
рівнянь. Проте, в літературі ми не знайшли готового критерію голоморфності 
кожного розв’язку рівняння (1), хоч всі необхідні факти для його отримання (на 
що звернув нашу увагу проф. А.З. Мохонько) є давно відомими ([1], [2]). Мета 
даної замітки – вказати відповідний критерій. Крім цього, ми також 
розглядаємо умови, за яких існує фундаментальна система розв’язків рівняння 

1 0f a f a f f          (2) 
утворена цілими функціями параметра  , що важливо для дослідження 
крайових задач. 

Теорема 1. Нехай функції 0a  і 1a  є неперервними на деякому проміжку   з 
однозв’язної області G , G  . Тоді наступні умови еквівалентні: 

1) кожен розв’язок рівняння (1) на проміжку   є функцією, голоморфною в 
G , тобто допускає голоморфне продовження в G ; 

2)  існують дві лінійно незалежні функції 1f  і 2f , голоморфні в G , для яких 
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3) функції 0a  і 1a  є меромофними в G , причому: 
а) множина полюсів функції 0a  є підмножиною множини B  полюсів функції 

1a ; 
б) функція 1a  є голоморфною в G  або має в G  полюси першого порядку; 
в) функція 0a  має в G  полюси не вище другого порядку; 
г) для кожного B   корені 1 1( )    і 2 2 ( )    рівняння 

1,0 0,0( 1) 0a a           (3) 
є різними цілими невідємними числами: 1 2 p   , p ; 
д)  
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де 0 1,0 0,0( ) ( 1)S m m m ma a     і 1, 0,( )k k kS m ma a   для k  , а числа 0, 0, ( )k ka a   і 

1, 1, ( )k ka a   знаходяться з розвинень  



1
1 1,

0
( ) ( )k

k
k

a z a z 






  , 2
0 0,

0
( ) ( )k

k
k

a z a z 






  . 

Доведення. Еквівалентність умов 1) і 2) випливає безпосередньо із відомих 
формул для знаходження коефіцієнтів рівняння (1) через його фундаментальну 
систему. Якщо виконується 1), то з формул пункту 2) видно, що виконується а) 
і б) (вронскіан може дорівнювати нулеві лише в точках множини B ). Оскільки 

0a  можна також подати у вигляді 1 1
0

1 1

f f wa
f f w
  

   , то виконується в). Шукаючи 

розв’язок рівняння (1) у вигляді 
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одержимо ([3, с.350], [4, с.360]), що   є коренем рівняння (3). Тому корені 1  і 
2  є цілими невід’ємними числами: 1 2 p   , p  . При цьому рівняння (1) 

має  ([5, с.284]) розв’язок, голоморфний в деякому околі  точки   вигляду (5), 
де 1  . Якщо  1 2    , то, шукаючи розв’язок рівняння (1) у вигляді (5), 
переконуємось ([1, с.536], [6, с.119]), що всі розв’язки рівняння (1), голоморфні 
в деякому околі точки, мають вигляд ( )cf z , де c  – деяке число і ( )f z  – один із 
розв’язків рівняння (1) вигляду (5). Тому в цьому випадку рівняння (1) не має 
фундаментальної системи розв’язків, яка б складалася з функцій, голоморфних 
в деякому околі точки  . Отже, 1 2   і г) доведено. Нехай 1 2 p   , p . 
Знайдемо умови, за яких меншому кореневі рівняння (3) теж відповідає 
розв’язок, голоморфний в деякому околі точки   вигляду (5). Нехай такий 
розв’язок вигляду (5), в якому 2  , існує. Тоді, підставивши f  у рівняння, 
приходимо до системи рівностей  ([1, с.535], [2, с.55], [4, с.360]) 
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   (6) 

Оскільки 1  і 2  є коренями рівняння (3), то 0 2 0 1 0 2( ) ( ) ( ) 0S p S S      . Отже, 
для того, щоб система (6) мала розв’язок необхідно, щоб 

1 1 2 2 0€ € €( 1) ( 2) ( ) 0p p py S p y S p y S           . Тому, враховуючи існування 
ненульового розв’язку системи, складеної з перших 1p   рівнянь системи (6), 
приходимо до умови (4) ([1, с.547], [2, с.79]).  

Навпаки, припустимо, що виконується умова 3). Тоді ([3, с.352], [5, с.284], 
[2, с.58,с.78]) рівняння (1) має голоморфний в деякому околі кожної точки B   
розв’язок 1f f  вигляду (5), в якому 1  . Оскільки визначник (4), утворений 
другим, третім, …, p -м рівняннями системи (6) при 2   дорівнює нулеві і 

0 2( ) 0S p   , то така система має ненульовий розв’язок 0 1€ € €( ; ; ; )py y y . Крім цього, 
якщо  0 1€ € €( ; ; ; )py y y  – розв’язок, то 0 1 1€ € €( ; ; ; ; )p py y y c  – розв’язок і 

0 0 0 1 0 1 0€ € € €( ; ; ; ; )p pc y c y c y c y  – розв’язок при будь-яких 0c   і pc  . Застосувавши 



метод степеневих рядів, переконуємось, що рівняння (1) має (це випливає 
також з [2, с.59,с.89], [1, с.536]) розв’язок 2 1 0 2€ €pf y f y f   , де функції 1f  і 2f  – 
розв’язки рівняння (1) в околі точки   вигляду (5) з 1   і 2   відповідно. 
Оскільки 1 2  , то ці розв’язки лінійно незалежні. Нехай f  – деякий розв’язок 
рівняння (1) на деякому проміжку G . Тоді за теоремою Коші ([7, с.29], [8, 
с.350]) його можна аналітично продовжити в кожну точку z B . Але в деякому 
околі кожної точки B   існує фундаментальна система розв’язків рівняння, 
яка складається з функцій, голоморфних в цьому околі. Тому кожний розв’язок 
f  рівняння (1) з проміжку   можна аналітично продовжити в кожну точку 
z G . Оскільки область G  є однозв’язною, то застосування теореми про 
монодромію завершує доведення. 

Зауваження 1. Зазначимо, що рівняння (3) має два різні цілі невід’ємні 

розв’язки тоді і тільки тоді, коли 1,0a q  і 
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  , де q   ,   

непарне натуральне число таке, що 1 2q q    . При цьому 1 (1 ) / 2    і 
p q  . Враховуючи це, ми можемо при бажанні записати (4) в різних 
еквівалентних формах. 

 Зауваження 2. У випадках 1p   та 2p   умова (4) рівносильна відповідно 
до умов 1 2( ) 0S    і 0 2 2 2 1 2 1 2( 1) ( ) ( 1) ( ) 0S S S S       . 

Приклад 1. Нехай    і ( )z  – функція, голоморфна в однозв’язній 

області {0} G  . Тоді рівняння 2
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 має 

фундаментальну систему розв’язків, яка складається із функцій, голоморфних в 
G , для яких в точці 0z   виконується 1 1   , 2  . 

Приклад 2. Нехай    і ( )z  – функція, голоморфна в однозв’язній 
області {0} G  , (0) 0   і a . Тоді рівняння 

2
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 має фундаментальну систему розвязків, 

яка складається з функцій, голоморфних в G , для яких в точці 0z   виконується 
1 2   , 2  . 

Міркуваннями, подібними до доведення теореми 1, нескладно отримати 
таку теорему. 

Теорема 2. Нехай функція 0a  є неперервною на деякому проміжку  , який 
належить до однозв’язної області G . Тоді наступні умови еквівалентні: 

4) кожен розв’язок рівняння 
0 0f a f         (7) 

на проміжку  , є функцією, голоморфною в G ; 
5) існує функція 1 0f  , голоморфна в G , для якої 0 1 1/a f f  ; 
6) функція 0a  є голоморфною в G  або має в G  полюси першого порядку і 

0,0a    для кожного полюса B  , де 0,0 0,0 0( ) ( )
z

a a res a z





  . Якщо одна з цих 

умов виконана, то в кожній точці B   розв’язок рівняння (7) має нуль 
порядку 0,0a , де B  – множина полюсів 0a . 



Наслідок 1. Нехай функція 1a  є неперервною на деякому проміжку  , який 
належить до однозв’язної області G . Для того щоб кожен розв’язок рівняння 

1 0f a f    на проміжку   був функцією, голоморфною в G , необхідно і 
достатньо, щоб функція 0 1a a  задовольняла умову 6). 

Доведення. Наслідок 1 випливає з теореми 1, позаяк останній стовбець 
визначника (4) є нульовим. Цей же наслідок випливає також з теореми 2, 
оскільки похідна і первісна функції, голоморфної в однозв’язній області G , є 
голоморфною функцією в G . 

Наслідок 2. Нехай функція 0a  є неперервною на деякому проміжку  , який 
належить до однозв’язної області G .  Тоді для того щоб кожен розв’язок 
рівняння 

0 0f a f         (8) 
на проміжку   був функцією, голоморфною в G , необхідно і достатньо, щоб 
функція 0a  була голоморфною в G . 

Доведення. Достатність випливає з теореми Коші. З іншого боку, якщо 
1 2{ ; }f f  – фундаментальна система розв’язків рівняння (1) на проміжку  , то 

( )w z c , де 0c   – стала, і  0 1 2 2 1a f f f f w    . Тому 0a  є голоморфною функцією 

в G . 

Зауваження 3. Відома заміна 1
1exp ( )
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f g a t dt   
   зводить знаходження 

розв’язків рівняння (1) до знаходження розв’язків рівняння (8). Проте, якщо 
кожний розв’язок рівняння (1) є голоморфною функцією, то розв’язки 
отриманого так рівняння (8) не завжди є голоморфними. Наприклад, рівняння 
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В [9] вказано умови, за яких кожен розв’язок рівнянь (1), (7), (8) з 
голоморфними в одиничному крузі коефіцієнтами є функцією голоморфною і 
обмеженою в цьому крузі. Природно запитати, коли це правильно для таких 
рівнянь з мероморфними коефіцієнтами. 

Теорема 3. Нехай функція 0a  є неперервною на деякому проміжку  , що 
належить до (0;1) : { : 1}U z z  . Тоді наступні умови еквівалентні: 

7) кожен розв’язок рівняння (7) на проміжку   є функцією, голоморфною і 
обмеженою в (0;1)U ; 

8) існує функція 1 0f  , голоморфна і обмежена в (0;1)U , для якої 0 1 1/a f f  ; 
9)  функція 0a  є голоморфною в (0;1)U  або мероморфною в (0;1)U  з полюсами 

першого порядку, 0,0a    для кожного полюса B   і функція 0a  має таку 
аналітичну первісну 0A  в (0;1) \U B , що функція 0Re ( )A z  є однозначною в 

(0;1) \U B  і існує стала c , що  0exp Re ( )A z c  для будь-якого (0;1)z U , де 
0,0 0,0 0( ) ( )

z
a a res a z


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
  ; 
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де :[ ; ]     – незростаюча функція на [ ; ]  , похідна якої дорівнює 
нулеві майже скрізь, 0 :[ ; ]f     – обмежена функція на [ ; ]  , для якої 

0 1ln [ ; ]f L    , jm   і { }n  – довільна множина (скінченна або нескінченна) 
комплексних чисел з круга (0;1)U , яка не має в (0;1)U  граничних точок і 

 1 n
n

   . 

Доведення. Еквівалентність умов 7) і 8) очевидна. З відомих формул ([10, 
с.100], [11, с.80]) про зображення довільної голоморфної і обмеженої функції в 

(0;1)U  випливає рівносильність умов 7) і 10). Еквівалентність умов 7) і 9) 
встановлюється очевидно з врахуванням теореми 2 (тут під аналітичною 
первісною функції 0a  розуміємо аналітичну функцію 0A , яка отримується за 
допомогою аналітичного продовження вздовж всеможливих неперервних 
шляхів з (0;1) \U B  деякої голоморфної первісної функції 0a  у деякому крузі 

(0;1) \U U B ). 

Зауваження 4. Якщо функція 0a  має вигляд 0 0
1

( ) ( )
s

k

k k

ma z B z
z 

 
    

 , де 

, ks m  , (0;1)k U   і 0B  – функція, голоморфна в (0;1)U , для якої 

 0
0

sup : ( ; ) [0;2 ] [0;1)
r

iB te dt r  
      
  
 , то кожен розвязок рівняння (7) на 

проміжку   є функцією, голоморфною і обмеженою в (0;1)U , оскільки 

 0 0
1 0

Re ( ) ln
rs

i
k k

k
A z m z B te dt c



      для деякої сталої c . 

Теорема 4. Нехай функції 0a  і 1a  є неперервними на деякому проміжку   з 
однозв’язної області G . Тоді для того щоб існувала фундаментальна система 

    1 2; ; ;f z f z   розв’язків рівняння (2) на проміжку  , яка складається із 
функцій 1f  та 2f , голоморфних в G , необхідно і достатньо, щоб функції 0a  і 

1a  були мероморфними в G , виконувались умови а)-г) теореми 1 і для кожного 
  

е) 
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
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
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

    



. 

Доведення. Необхідність випливає з теореми 1. Доведемо достатність. 
Нехай ( )R R   – менший із радіусів збірностей рядів Тейлора функцій  

2
0 ( )( )a z z   і 1( )( )a z z   в околі точки B  . Згідно з теоремою 1 для кожного 



  рівняння (2) має фундаментальну систему     1 2; ; ;f z f z   розв’язків в 

 ( ; ) : :U R z z R    , яка складається з функцій  1 ;f z   і  2 ;f z  , голоморфних 
в G , як функцій змінної z , вигляду 

,
0

€( ; ) ( ) ( )i k
i i k

k
f z z y z  





   , ,0€ 0iy  ,    (9) 

де , ,€ € ( )i k i ky y  , {1;2}i . При цьому можна взяти ,0€ 1iy  . Тоді ,1 1 0€ ( ) / ( 1)i i iy S S     
від   не залежать. Розглянемо функцію  1 ;f z  . З системи (6) отримуємо [3, 

с.350], що 1, 1 2€ /ky A A  для будь-якого k  , де   
1

1 1 1, 0, 1,
0

€
k

k m k m m
m

A m a a y


 


     і 

    2 1 1 1 1,0 0,01A k k k a a          , 0,2 0,2a a    і 0, 0,k ka a , якщо 2k  . Тоді ([3, 
с.351]) 2 ( )A k k p  . Далі, якщо (0; )R , (0; )r  , 0,2 0,2a a r   і 0, 0,k ka a  для 

2k  , то  0,max : ( )k
ka k M r      ,  1,max :k

ka k M      і 

     1,0 1,1 1, 1
1 1 1 11

€ € €
1 2 k

k k

y y y
A M k  

  




 
        

 
 
  , де  max , ( )M M M r . Нехай 

     1,0 1,1 1, 1
1, 1 1 11

€ € €
€ 1 2

( )
k

k k k

p p pMp k
k k p

  
  





 
        

   


  для k p , 1, 1,€ €k kp y  для 

{0;1}k  і  1, 1,€ €max ( )k kr
p y





  для 2 k p  . Тоді 1, 1,€ €k kp y  для всіх k   і 

1, 1, 1 1 1, 1€ € €( ) ( 1)( 1 ) ( )k k kk k p p k k p p M k p         , k p . Отже, 1, 1 1,€ €/k kp p   . Тому 
приходимо до висновку, що ряд (9) для 1i   є рівномірно збіжним на кожній 
множині    : :z z R r           і функції 1,€ ( )k

ky z   є голоморфними в 

   : :z z R      . Отже, рівняння (2) має в   :z z R   розв’язок вигляду 
(9), де 1i  , який є функцією, голоморфною в    : :z z R      . Подібно 
встановлюємо, що  рівняння (2) має в   :z z R   розв’язок  2 ;f z   вигляду 
(9), де 2i  , який є функцією, голоморфною в    : :z z R      . Отже, в 

 :z z R   існує фундаментальна система розв’язків рівняння (2), яка 
складається з функцій, голоморфних в    : :z z R      . Тому згідно з 
теоремою 1 і за доповненням до теореми Коші [8, с.351-352], для кожної точки 

id G  існує круг   : i iz z d R d   такий, що рівняння (2) має фундаментальну 
систему     1, 2,; ; ;i if z f z   розв’язків, яка складається із функцій, голоморфних 
в     : :i iz z d R d      . Якщо      : : :ij i i j jD z z d R d z z d R d        , 
то      1, 1 1, 2 2,; ; ;i j jf z c f z c f z     для ijz D  та деяких сталих 1 1( )c c   та 2 2 ( )c c  . 
Взявши довільну точку 0 \ijz D B  для знаходження 1 1( )c c   і 2 2 ( )c c  , 
отримуємо систему 

1, 0 1 1, 0 2 2, 0

1, 0 1 1, 0 2 2, 0

( ; ) ( ; ) ( ; ),
( ; ) ( ; ) ( ; ).

i j j

i j j

f z c f z c f z
f z c f z c f z

  
  

 
    

 

Оскільки визначник цієї системи є вронскіаном і 0z B , то функції 1 1( )c c   і 
2 2 ( )c c   є цілими. Отже, враховуючи теорему 1, приходимо до висновку, що 



функцію 1, ( ; )if z   можна продовжити на G  так, що вона буде однозначною в 
G , для кожного   буде голоморфним розв’язком в G  рівняння (2) і для 
кожного z G  буде цілою відносно  . Отже, за теоремою Гартогса функція 

1( ; )f z   є голоморфною в  G . Подібне можна сказати і про 2 ( ; )f z  . 
Наслідок 3. Нехай функції 0a  і 1a  є неперервними на деякому проміжку   з 

однозв’язної області G  і корені 1  та 2  рівняння (3) є такими, що число 
1 2p     парне. Тоді рівняння (2) не для кожного   має фундаментальну 

систему розв’язків, яка складається із функцій, голоморфних в G . 
Доведення. Справді, умова е) теореми 4 для парного p  еквівалентна 

рівності нулю многочленна від   степеня / 2p  зі старшим коефіцієнтом 
0 2 0 2 0 2 0 2( 1) ( 3) ( 5) ( 1)S S S S p        . Тому 
0 2 0 2 0 2 0 2( 1) ( 3) ( 5) ( 1) 0S S S S p         , а це неможливо, якщо p  – парне 

число. 
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